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Objetivo

Objetivo: Prever gasto por indenizacao de sinistros por pessoa

Obter uma estimacg3o robusta do prémio puro que considere sobredispersio
sob abordagem Bayesiana. A partir dessa estimagdo, prever o prémio puro
para cada classe de risco a em um tempo T + H.

Onde H é o horizonte de tempo planejado para previsdo, sendo
conhecidos, até o tempo t para classe risco a=1, .., A.
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Objetivo

Problema: Conhecer o processo de producdo de sinistros. Modelar o
@ Ny ¢4h,Xat4h - NUMero e o valor dos sinistros no tempo t + h.
@ Supondo a presenca de dados discordantes no x, +: valor dos
sinistros.

Onde h=1,...,H, e H é o horizonte de tempo planejado para previsdo,
sendo conhecidos, até o tempo t para classe risco a =1, .., A.
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Modelo de Risco Coletivo (MRC)- Lundberg(1903)

Proceso Cramer-Lundberg(1930)
[Embrechts et al.(1997)Embrechts, Kluppelberg e Mikosch]

Sejam (N, ¢, X5.¢), respectivamente, o nimero de sinistros e o total do
valor de sinistros produzido por uma carteira de apdlices de seguro em um
determinado periodo de tempo t = 1,..., T para a classe de risco
a=1...,A
Xa = { ZNatZ atj> s€ Nae >0,
’ se N, =0

Onde Z,;; é o valor do sinistro no j—ésimo contrato no tempo t para
uma classe de risco a.
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Modelo de Risco Coletivo (MRC) composto
Suposi¢des do processo de Cramer-Lundberg (1930)

i) O nidmero de sinistros no intervalo (t — 1, t) é uma varidvel aleatéria
denotada por N, ;.
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denotada por N, ;.

ii) O valor dos sinistros X, ; > 0, condicionado a
Na¢=nae, Jj=1,...,n,5¢, sdo varidveis aleatdrias positivas,
independentes e identicamente distribuidas com média E[X, ] e
variancia var(X, ) < oo; finitas.
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variancia var(X, ) < oo; finitas.

iii) Os tempos de ocorréncias dos sinistro sdo instantes aleatérios em que
t1, < tr, <...eo0s tempos entre as ocorréncias dos mesmos, dados
por Ty o = tx s — tk—1,4, S0 varidveis aleatérias supostamente
independentes e exponencialmente distribuidas com media
E[Tka) = AL
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Modelo de Risco Coletivo (MRC) composto

Suposi¢des do processo de Cramer-Lundberg (1930)

i)
i)

ii)

O ndmero de sinistros no intervalo (t — 1,t) é uma variavel aleatéria
denotada por N, ;.

O valor dos sinistros X, : > 0, condicionado a

Na¢=nae, Jj=1,...,n,5¢, sdo varidveis aleatdrias positivas,
independentes e identicamente distribuidas com média E[X, ] e
variancia var(X, ) < oo; finitas.

Os tempos de ocorréncias dos sinistro sdo instantes aleatdrios em que
t1, < tr, <...eo0s tempos entre as ocorréncias dos mesmos, dados
por Ty o = tx s — tk—1,4, S0 varidveis aleatérias supostamente
independentes e exponencialmente distribuidas com media

E[Tka) = AL

Assumindo Ty e X sdo condic. indep. e se as condicdes acima s3o
satisf. N, ; é um processo de Poisson com taxa A,
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Modelo de Risco Coletivo (MRC) composto

Modelo de Risco Coletivo

Se Zytj ~ Ga(ka,05), ka>0,

Na,t | )\aaﬂ'a,t R PO()\aTra,t)y)\a > 0,
Xa,t | na,t,ea ~ Ga(ka,taea)7ea >0,

Onde, n,: é o nlimero observado de sinistros no tempo t para a classe de

risco a, ka+ = N tka, € Tat, € @ populagdo segurada no tempo t para uma
classe de risco a.

v
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Inferéncia Bayesiana no Modelo de Risco Coletivo(MRC)

Prémio Puro para vdrias classes de risco é predito para o tempo
T + H considerando-se

Modelo Hierarquico integrando as informagdes das classes de risco:

@ Numero e Valor do sinistro, conhecido até o tempo t

@ Tamanho da Populacdo Exposta ao Risco, considerado conhecido
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Modelo Hierdrquico de Risco Coletivo (MHRC) sob abordagem
Bayesiana

Modelo Hierdrquico de Risco Coletivo em trés
estagios,[Migon e Moura(2005)] (MHRC-GP)
Primeiro Nivel: Distribuicdes descrevendo o nimero de sinistros, valor do

sinistros. Com a evolu¢do da popula¢ido assegurada como um modelo de
crescimento exponencial, com fun¢do resposta media definida 1, ,: @9
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estagios,[Migon e Moura(2005)] (MHRC-GP)

Primeiro Nivel: Distribuicdes descrevendo o nimero de sinistros, valor do
sinistros. Com a evolu¢do da popula¢ido assegurada como um modelo de
crescimento exponencial, com fun¢do resposta media definida 1, ,: @9

MHRC-GP

Xa,t | na,tvea ~ Ga(na,tka793)7 93 > 0) ka > 07 (1)
Na,t | )\aa7ra,t ~ PO(Wa,t)\a)a Aa >0
Mot | BayTre ~ LogNorma/[,ua’t,Tw_l], e > 0,

onde: pat = [Bao + Ba1exp(Ba2t)] — 0.57',:1, com
/83 = (ﬂa,ONBQ,lu/Ba,Z)/u /Ba,i € R7 i = 07 17 2
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Modelo Hierdrquico de Risco Coletivo (MHRC) sob abordagem
Bayesiana

Parametros associados a distribuicdo dos valores e nliimeros de sinistros

Segundo Nivel: Hierarquia nas classes de risco-faixas etarias
Aa ‘ Ao~ Ga()‘777)7 Aa>0
0,10, ~ Ga(0,0), 6,>0

KRa ’ ¢>'¢ ~ Ga(¢,¢), ka >0
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Modelo Hierdrquico de Risco Coletivo (MHRC) sob abordagem
Bayesiana

Parametros associados a distribuicdo da populagido exposta ao risco

Segundo Nivel: Hierarquia nas classes de risco-faixas etarias

/82 | /BaT ~ N[/Ba'T\]a
B = (mg, m, C),
T = diag(vo, v1, V),

com mg, my, Vo € v; constantes conhecidas .

v

Os pardmetros relacionados com a evolucido da populacio foram escolhidos
de tal forma que a populacdo em risco tenda-se a estabelecer quando o
tempo aumenta.
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Modelo Hierdrquico de Risco Coletivo (MHRC) sob abordagem
Bayesiana

Terceiro Nivel: Distribuicdes a Priori dos parametros

e (i) \,n,0,0,k and ¢ seguem genericamente uma distribuicdo Gama
com parametros conhecidos ay, e by, e

e (ii) C e V Normal e Gama, respectivamente, com pardmetros
conhecidos my, Mp, n, D.

’(ﬁ ~ Ga(aw, b¢), ’l,ZJ >0
C ~ N(my,M;'), CEeR,
V. ~ Ga(n,D), V>0

Pamela Ch. Solano (IV Cobal) Universidade Federal do Rio de Janeiro-DME 2 de julho de 2015 15 / 51



Contelido

@ MHRC Proposto: Com robustez

Pamela Ch. Solano

(IV Cobal)

Universidade Federal do Rio de Janeiro-DME

[m]

=



MHRC Robusto sob abordagem Bayesiana
Modificagdes sobre o modelo (MHRC-GP) (1), [Migon e Moura(2005)]. @»

Robustificar: valor dos sinistros
2
X37t | Nat, 937 Ka,Va ~ LOgT(:U’Xa,z? O-Xa_’t’ Va)v

com Xy >0,pux,, € R,Jit > 0,v, > 0, onde MXM,U)Q(“,VQ,
respectivamente denotam os parametros de locacdo, escala e o grau de
liberdade da distribuicdo logT-student.
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MHRC Robusto sob abordagem Bayesiana
Modificagdes sobre o modelo (MHRC-GP) (1), [Migon e Moura(2005)]. @»

Robustificar: valor dos sinistros
2
X37t | Nat, 937 Ka,Va ~ LOgT(:U’Xa,z? O-Xa_’t’ Va)v

com Xy >0,pux,, € R,Jit > 0,v, > 0, onde MXM,U)Z(“,VQ,
respectivamente denotam os parametros de locacdo, escala e o grau de
liberdade da distribuicdo logT-student.

parametros

Natka 1
(——) 5

_ 2 _
px,, = log i 50X ox,, = log(

+1) (2)

NatRa

v
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Resumo dos modelos MHRC Robusto sob abordagem
Bayesiana

Para um determinado periodo de tempo t =1,

..., I para a classe de
riscoa=1,...,A

Tabela: Distribuicdes propostas: valor dos sinistro

MHRC Robustezz
Xa,t | Ha,t) 05t Va
GP G(natka, 02)
NP logN(ia,e, 03 ;)
TP logT(lLLa,t7o—§t7V3)
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Conteudo

© Escolha das distribuicdes a priori
@ Distribuigdo a priori de Jeffreys para v, 6: valor do sinistro
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Escolha das distribuicées a priori: v,, 8, no MHRCR valor

sinistros

Considere: k, =1, assume-se 0, ~ Gama(a, ). Considere-se as seguintes
prioris, para o grau de liberdade v,, a=1,...,A
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prioris, para o grau de liberdade v,, a=1,...,A

A priori Jeffreys independente -MHRCR
,n.Jind(Va) o ([w’ (%) _ w’ (Va;'].) _ 2(5+va) ])

va(3+va)(1+va)

NIT

)
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Escolha das distribuicées a priori: v,, 8, no MHRCR valor

sinistros

Considere: k, =1, assume-se 0, ~ Gama(a, ). Considere-se as seguintes
prioris, para o grau de liberdade v,, a=1,...,A

A priori Jeffreys independente -MHRCR
et o [V (4) =0 (4) - tiitian])

A priori conjunta de Jeffreys -MHRCR

NIT

e 00) o () x (30 ()~ () - dSitim]) |
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Escolha das distribuicées a priori: v,, 8, no MHRCR valor

sinistros

Considere: k, =1, assume-se 0, ~ Gama(a, ). Considere-se as seguintes
prioris, para o grau de liberdade v,, a=1,...,A

A priori Jeffreys independente -MHRCR

in " (va " (Va 2 Va
/(1) o ([¢ (%) —v ( ;1) - ya(3$j)(1lya)]) J
A priori conjunta de Jeffreys -MHRCR

im0 (tts) = (1 () -0 () - i)

NIT

[Fonseca et al.(2008)Fonseca, Ferreira e Migon| wregres

p

w8 ) o (s2) % ([0 (9) - (242) - 2 ])®
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Estudo de simulacdo: Distribuicdo condicional completa:
0,, V3, no MHRCR

Dados artificias, segundo o modelo M3 TP foram gerados, isto é:

MHRC-TP

Ya,t | Nat; UX, 45 J)z(ayta Va ~ T(/LXa,ta Ug(a’t’ Va)7 (3)
Na,t | >\aa7Ta,t ~ P()\aﬂ'a,t)

Com Y, =log(Xst), ptat € R, ag’t, v; > 0,A; > 0. Os parametros

,ua,t,a‘it segundo (2).
Além disso, considere
T=12,a=1,m=1t=1,et=1,...,12,A=5,0=8,vr=5
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Distribuicdo condicional completa: 6,, v,, no MHRCR

Figura: Curvas de nivel para Log verossimilhanga, condicional completa dos
pardmetros 0, e v,

e 2 ° o
< < < <
0 v | v | v |
el B B B

T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 [ 5 10 15 20

9 9y B3y B

L(v,0 | Xar,nar) Vrx 7 (va,0,)  Vrx 79(v,,0,) Vi x m/i"d(v,,0,)
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Avaliacdo do Prémio em um MHRC sob. abordagem
Bayesiana

Xa,7+H: Distribuicao preditiva do valor dos sinistros

O total do valor dos sinistros e a populacdo assegurada para classe de risco

a para um horizonte de tempo futuro H :

T+H T+H
Xa,T-i—H: Z Xa,t: I_Ia,T-‘rH: Z I_Ia,t
t=T+1 t=T+1
v

R, 74+n: Distribuicao preditiva do gasto por pessoa

O gasto da companhia para cada pessoa segurada é denotada por:

R - Xa, T+H
a,T+H — Tl
a, T+H
4
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Avaliacdo do Prémio em um MHRC sob. abordagem
Bayesiana

O célculo do prémio para cada classe de risco a é dado por o percentil

95th da distribui¢do preditiva R, 74, a qual define o gasto por pessoa e é
dada por:

p(Rorsn | D7) = /@ p(Rat+# | ©)p(© | D1)dO,

Decisdo 6tima o
Que o valor 95% da distribuicdo preditiva é resultado da teoria de decisdo

Bayesiana. Isto é o valor 95% da distribuicdo preditiva é a decisdo étima o
que maximiza a funcdo utilidade desvio absoluto modificado.
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Descricao do conjunto de dados

Conjunto de Dados

Extraido de um plano de satide implementado no Nordeste do Brasil.
Observacées mensais t = 1,...,12 meses por faixa etdria a=1,...,7:
grupos de idade: [0 — 17), [17 — 30), [30 — 40), [40 — 50), [50 — 60),

[60 — 70), [70,+).

A informac3o estd dividida em: valores de consultas, diagnédsticos e
internacdes, os quais serdo denominados servicos 1,2 e 3, respetivamente.
Para cada servico, classe de idade a e periodo de tempo t, se denota:
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Descricao do conjunto de dados

Conjunto de Dados

Extraido de um plano de satide implementado no Nordeste do Brasil.
Observacées mensais t = 1,...,12 meses por faixa etdria a=1,...,7:
grupos de idade: [0 — 17), [17 — 30), [30 — 40), [40 — 50), [50 — 60),

[60 — 70), [70,+).

A informac3o estd dividida em: valores de consultas, diagnédsticos e
internacdes, os quais serdo denominados servicos 1,2 e 3, respetivamente.
Para cada servico, classe de idade a e periodo de tempo t, se denota:

@ m, ¢, 0 nimero de segurados para cada tempo t e faixa etdria a
assumido conhecido.

® N,¢,Xat, € 0 nimero e valor dos sinistros em uma classe de idade a e
periodo de tempo t respetivamente.
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Estudo simulado

Cenério : MHRC-TP

Envolve os modelos cuja distribuicdo do niimero de sinistros é dada pela a
distribuicdo Poisson, isto é MHRC: GP,NP, TP. Os parametros envolvidos
sio O = {0,,\F v,}
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Cenario : MHRC-TP

Figura: Curva de densidade, verdadeiro valor do parametro (linha cheia) e
intervalo de 95% de credibilidade (linha pontilhada), a posteriori para os
pardmetros, para o servico 1 no MHRC-TP
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Um pIano de Seguro de saL]de, Distribuicdo a posteriori de A,

Figura: Boxplot das distribuicées a posteriori para o parametro \, no servigo 1

por classe de idade
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Um pIano de Seguro de saL]de, Distribuicdo a posteriori de ©,

Figura: Boxplot da distribuicées a posteriori para o pardmetro 6, no servico 1 por
classe de idade

GP
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Um plano de seguro de salide, Distribuicio a posteriori de v,

Figura: Boxplot da distribuicbes a posteriori para o pardmetro v, no servico 1 por
classe de idade.
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Andlise da presenca de dados discordantes

Mistura Log Normal - Gama

Xa,t € o resultado da mistura Log Normal (Ln) - Gama (G), onde ¢, +
pode ser visto como a precisdo na observagdo (a, t), isto é:

)d¢a,t

N R

oo+ v
Lt(Xa,t | 9,;,/433,1/3) = / Ln(Xa,t | na,ty(yba,taaaa/‘ia)G(Qﬁa,t | 5’
0

Distribuicao a posteriori de ¢, ;
1 (|Og(Xa t) Nat)2+ya

Oa,t

~ G .
qba,t | Xa,t7 ( 2 ) 2 )

Em particular esperamos que os valores das médias a posteriori para cada
observacdo encontram-se em torno de 1.
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¢35+ | X2+ para cada observagdo a, t no servigo 1.

Figura: Boxplot da distribuicdo a posteriori do pardmetro ¢ para cada classe a no
tempo t no servigo 1
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t no servico 2.
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Figura: Boxplot da distribuicdo a posteriori do pardmetro ¢ para cada classe a no
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¢35+ | X2+ para cada observagdo a, t no servigo 3.

Figura: Boxplot da distribuicdo a posteriori do pardmetro ¢ para cada classe a no
tempo t no servico 3

=5 3o ﬂ 3

: - el TE I 1=

£ ‘ £ 9] : P £

5 ] 5

g L S| P {2 T=E L E T £

s T T TS T R R B e e e E Sl
1234567809 11 1234567809 11 1234567809 11

@ @ @

2 =R 23 T

E H N z i .

K H SR 5 T

£ E £ !

J .’ ] —-—ﬂ—.—ﬂ—ir

Tol & P %g: %g:-ﬁ-&.a_-LL_.,_E_LL =

& e s = T T TR T T

Y 1234567889 11 u Y 1234567809 11

[

e R
£ 04 .
*a"——,g—.r.-ﬂ—u—
%Q:E R -
S ot T T

T
123456789 11

Pamela Ch. Solano (IV Cobal) Universidade Federal do Rio de Janeiro-DME 2 de julho de 2015 37 /51



Aplicacao em um plano de seguro de salde, R, . x: gastos por

indenizagao de sinistros por pessoa

Figura: Boxplot das distribuicoes preditivas: R, T+H nos modelos ajustados
segundo classe de idade
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Aplicacao em um plano de seguro de satde, Cendrio :
encolhimento das estimativas do prémio

Figura: Grafico de encolhimento dos valores do prémio para os modelos propostos.
Os valores dos sinistros seguindo: Gama, Normal, T-st, respectivamente
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Critérios de comparacao: DIC, CRPS, EQMp, EAMp para
os modelos ajustados

Tabela: Valores de DIC, CRPS, EQMp, EAMp para os modelos ajustados

Md| Dbar | Dest | DIC [CRPS|EQMp | EAMp
GP [ 10420.14 | 10378.410 [ 10461.860 [ 0.491 [ 0.871 [ 0.573
NP | 8172.317 | 8130.900 | 8213.733 [ 0.465 | 0.758 | 0.546
TP | 6077.799 | 6036.067 | 6119.53 | 0.454 | 0.701 | 0.540
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Aplicacao em um plano de seguro de satide, Estimativas do
Prémio

Tabela: Estimativas do Prémio, considerando a populacdo conhecida para os
modelos ajustados

M [0—17 [ 17 —30 [ 30 —40 | 40 —50 [ 50 — 60 | 60 — 70 | 70+
GP [ 1567 | 2398 | 27.80 | 40.30 | 30.22 | 58.40 | 84.54
NP | 1551 | 2318 | 2695 | 3430 | 2931 | 51.83 | 71.48
TP | 16.25 | 2256 | 28.23 | 3173 | 3144 | 47.56 | 62.36
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Aplicacao em um plano de seguro de satde, Distribuicio do

gasto por pessoa do modelo escolhido: MHRC-TP

Figura: Histograma, intervalo de 95% de credibilidade (linha pontilhada) e o
valor do prémio (licha cheia) por classe de idade do modelo escolhido:
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Conclusoes

Principais conclusoes

@ Os critérios de selecdo do modelo adotado neste trabalho é aquele
que prioriza a qualidade das predicdes.
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Conclusoes

Principais conclusoes
@ Os critérios de selecio do modelo adotado neste trabalho é aquele
que prioriza a qualidade das predicdes.
@ O critério CRPS e DIC sugerem que o modelo hierdrquico de risco
coletivo Log T-student e Poison é o mais adequado para fazer
previsdo do prémio.
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Conclusoes

Principais conclusoes

@ Em relacdo aos dados, foi verificado que o servico 3 apresenta a maior
quantidade de valores discrepantes e além disso é mais disperso.
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Conclusoes

Principais conclusoes
@ Em relacdo aos dados, foi verificado que o servico 3 apresenta a maior
quantidade de valores discrepantes e além disso é mais disperso.
@ O encolhimento do valor de prémio é devido a distribuicdo associada
aos valores dos sinistros.
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Conclusoes

Principais conclusoes
@ Em relacdo aos dados, foi verificado que o servico 3 apresenta a maior
quantidade de valores discrepantes e além disso é mais disperso.

@ O encolhimento do valor de prémio é devido a distribuicdo associada
aos valores dos sinistros.

@ A modelagem dos valores dos sinistros considerando a distribuicao
Log T-student, é o Unico que apresenta consisténcia no crescimento
na tendencia da distribuicao R, 744 segundo as faixas etarias.
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Trabalhos futuros

@ Analisar uma possivel sobredispersao nos dados.
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Trabalhos futuros

@ Analisar uma possivel sobredispersdo nos dados.

@ Considerar um modelo que relacione as despesas e a idade do

beneficiario.

Pamela Ch. Solano (IV Cobal) Universidade Federal do Rio de Janeiro-DME

2 de julho de 2015

48 / 51



Trabalhos futuros

@ Analisar uma possivel sobredispersdo nos dados.
@ Considerar um modelo que relacione as despesas e a idade do
beneficidrio.

@ Propor distribuicdes Birnbaum Saunder-T e Gaussiana inversa, para
modelar os valores dos sinistros.
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Trabalhos futuros

@ Analisar uma possivel sobredispersdo nos dados.

@ Considerar um modelo que relacione as despesas e a idade do
beneficidrio.

@ Propor distribuicdes Birnbaum Saunder-T e Gaussiana inversa, para
modelar os valores dos sinistros.

@ Analisar modelos mais adequados para dados do servico 3.
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